Partie I

1. a. 1 point.

b. 2 points.
2. a. (i) 1.5 point.
(ii) 1.5 point.
(i) 2 points.

&

(ii) 1 point.
(iii) 1 point.
c. 1.5 point.

w

. 2 points.

1.5 point.
2 points.

1 point.

1 point.

2 points.
2 points.
2.5 points.
2 points.
1.5 point.

B o TP o T p o TP

(i) 2 points.
(ii) 2 points.
(iii) 1.5 point.
(iv) 2 points.
e. 1.5 point.

Total Partie I : 38 points.

Partie II

7. 2 points.
8. a. 2.5 points.
b. 2 points.

c. 2 points.
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d. (i) 2 points.
(ii) 1.5 point.
(iii) 1.5 point.

2 points.

1.5 point.

2 points.

2 points.

1.5 point.

e o TP -0

(i) 1 point.
(ii) 2 points.
2 points.
2 points.

B ™

2 points.
h. 1 point.

Total Partie II : 32.5 points.

Partie IIT

10. a. 1 point.
b. 1.5 point.
11. 1.5 point.
12. 1.5 point.
1.5 point.
1.5 point.
13. 1 point.
1.5 point.
2 points.
(1) 1.5 point.
(ii) 1.5 point.
1.5 point.

o TP o TP

1.5 point.
1.5 point.
(1) 1.5 point.
(ii) 1.5 point.
2 points.

P R =0

14.

1.5 point.

e o v

1.5 point.

e. 2 points.

Total Partie III : 30.5 points.

Total : 101 points.
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ERREURS FREQUENTES / COMMENTAIRES.
CORRECTION DETAILLEE.

Partie 1 - Propriétés des variables aléatoires simples.

1. On considére une variable aléatoire simple X.

a. Comme X(Q) = {x1,...,7,} est un ensemble fini, alors X*(Q) = {z¥, ..., 25} est encore un
ensemble fini, ainsi X* admet une espérance. De plus, le théoréme de transfert permet d’affirmer
que

E(X*) = i P P(X = xy).
=1

b. Soient X, Y deux variables aléatoires simples, supposées indépendantes. Notant X () = {z1,..,z,}
et Y(2) = {y1,..,ym}, on a, par le théoréme de transfert,

n

B(XY) = > > azyP(X =x]n[Y =y

i=1 j=1
= Z Z zy; P([X = ] P([Y = y;]) par indépendance de X et V)
i=1 j=1
= Y wmP(X =] Y yP([Y =y)) = Y w:P([X = w]E(Y)
i=1 j=1 i=1
= E(Y)> xP(X =ux|]
i=1
— E(X)E(Y),

ce qui est la formule attendue.

2. On note maintenant X () = {x1,...,x¢} et, pour i € [1,£], p; = P(X = ;).

a.

(i) Par le théoréme de transfert,

)4
Mx(t) = E(*)=) ¢"p
i=1
(ii) Pour tout ¢ € R et pour tout i € [1;£], on a bien e > 0 et p; > 0. Par produit, puis par
somme (finie), on a alors Mx (t) > 0, pour tout ¢t € R.

b. (i) On proceéde par récurrence sur k € N.

e intialisation. Pour n = 0, par définition
M () = Mx(t) = B(e"™X) = B(XeX),

et la formule est vraie.
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e hérédité. Supposons que, pour un certain n € N, on ait M)(f) (t) = E(X%eX) (HR).
Alors,

MED@ = (MP) )

/
= (Z zFeli > (par HR et théoréme de transfert)

/
— Z$+1 txl

1=1
= BE(XFtX) (par théoréeme de transfert)

ce qui termine la récurrence.

(ii) D’apres la question précédente

l l
k
MPO) = Y abpe’ =" akp,
=1 =1

= E(X") (toujours par théoréeme de transfert)

(iii) Par la formule de Koénig-Huyguens et la question précédente,
V(X) = B(X?) = B(X)? = M%(0) — M} (0)*.

c. Par ce qui précéde (méme si on n’a jamais justifie que My était de classe C* sur R, il apparait
clair qu’elle est de classe C*° comme combinaison linéaire d’exponentielles, elle est en particulier
de classe C? sur R), on a

MS/(( ) X2 tX ZIQ tm,

Avec le méme argument que précédemment (somme de termes strictement positifs) la somme
ci-dessus est strictement positive (et ce, pour tout ¢t € R). Donc My est convexe sur R.

3. On note S,, = X1 + ... + X, ot les X; sont (mutuellement) indépendantes.
Mg, (t) = E(e!S) = E (et(X1+...+Xn)> — B (6tX16tX2metXn)

Par le lemme des coalitions, les variables X1, e!X2 .. /X" sont aussi mutuellement indépendantes.

Il faut alors commencer par étendre le résultat de la question (1b) par récurrence. Montrons que, si
Y1, ..., Y, mutuellement indépendantes (et simples) alors

E(V1Ys...Y,) = E(Y1)E(Ya)...E(Y,,)

Il n’y a pas besoin d’initialiser cette récurrence. Supposons que le résultat soit vrai pour un certain n.
On considére alors Y7, ..., Y, 11 mutuellement indépendantes. Observons que Y1Ys - - - Y, est encore une
variable aléatoire simple (elle prend un nombre fini de valeurs) qui est, par le lemme des coalitions,
indépendante de Y,,4+1. Alors, par (1b), on a

E(Y1Y2..Y,11) = EV1Ys...Y,))E(Yy11)
Mais on peut maintenant appliquer I’hypothése de récurrence pour écrire

E(Y1Y3..Ypi1) = E(V1)E(Ya)...E(Yp)E(Yi1)

tX,

et la récurrence est terminée. En appliquant le résultat avec Y; = e**%, on a la formule demandée

Mg, (
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4. On suppose ici que X < B(p), ou p €]0; 1].
a. Comme X (Q) = {0;1}, on a
1
Mx(t) = ZetiP(X =4) = (1—p)+pe.
i=0

b. On dérive. M%(0) = pe® = p = E(X). On a aussi M%(0) = p.
c. On retrouve bien
V(X) =p(1—p)=p—p* = M%(0) — Mx(0)*.

5. Soit Y une v.a simple avec Y(Q) = {y1,...,y}, pi = P(Y = y;) > 0 vérifiant E(Y) < 0 et
P(Y >0)>0.

a. D’aprés ce qui précede, My, (0) = E(Y) < 0 par hypothése. Il n’y a donc rien a faire de plus.

¢
b. On sait que My (t) = Zpietyi.
i=1

Il y a dans cette somme des indices pour lesquels y; < 0 mais aussi des indices (et au moins un,
sinon P(Y > 0) ne serait pas strictement positive) pour lesquels y; > 0. En prenant le plus grand,
c’est a dire

vy=max{y; €Y (Q): y; >0}

et en notant m tel que y,, = 7y, on a, par factorisation

l
My (t) =) pie¥ ~ yme?™" — +00,  t — +o0.
=1

c. Cette question vise & montrer que la fonction My admet un minimum sur ]0; +00[ et est un peu
subtile.

On peut raisonner avec les informations a dispositions : M7-(t) > 0 pour tout ¢t € R, donc Mj, est
strictement croissante. Si, pour tout ¢ > 0, on avait M, (t) < 0, alors My serait décroissante sur
]0; +00[, ce qui est incompatible avec la limite infinie montrée a la question précédente. Donc il
existe t1 > 0 tel que My (t1) > 0. Par stricte croissante de My, on a donc Mj, () > 0 pour tout
t > t1. En appliquant le théoréme de bijection a M7, celle-ci réalise une bijection de ]0, co[ sur
un ensemble J qui contient | M, (0); My, (t1)[ qui lui méme contient 0 qui admet donc un unique
antécédent 7 > 0 par My qui est bien la valeur ot le minimum de My est atteinte :

t 0 T +00
M (t) - 0 +
E(Y) +00
My \ /
My (1)

6. Soit @ < 0 < b et X une variable simple d’espérance nulle telle que P(<< X <b) = 1.
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a. C’est une inégalité de convexité. On sait que, pour toute fonction convexe f sur [a,b] pour tous
Aptelsque A\ +pu=1,0na

f(Aa+ pb) < Af(a) + pf(b).

Soit ¢ > 0 fixé. On va donc appliquer ceci avec f : z +— e (qui est clairement convexe car de
b—u uU—a
et u= .

b—a

b—a

dérivée seconde égale a t2e'® strictement positive), A =
(On a bien

b—u wu—a b—a

A = = = 1.

Tt b—a + b—a b-—a )

On obtient donc, en observant que

b—u u—a ba — ua 4+ ub — ab
Aa + pb = a+ b= =

b—a b—a b—a

elu = exp(t(\a+ pb))

S )\eta + leetb

b—u uU—a
— eta+ etb’

b—a b—a

ce qu’on voulait.

b. On applique cette inégalité avec u = x; qui est bien un élément (pour tout i € [1;¢]) de [a, b] par
hypothese. Ceci donne

. b—x; T;— a
etazz < Zeta ? etb.

“b—a b—a

En injectant cette inégalité dans la formule obtenue en (2a)-(i), et du fait que

l ¢
i=1 =1
on a
¢
Mx(t) = Y pit"
i=1
: b— z; Ti—a
< . B 1 _ta 1 tb
- ;pz<b—ae + b—a
J4 4
b 1 1 a
_ _ta Z ;. b .
= e — T;p; | +e < szpz_ )
(b—a b—ai:1 ) b—ai:1 b—a
_ b ta a tb
T b—a b—a®
On pose b = b_ et on introduit la fonction
—a

Y s In(1—p+pe’) —ps

c. C’est une simple vérification néanmoins un peu lourde du fait des notation. Observant que p(b —
a) = —a,
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1 —p+pett-9
exp (Y(t(b—a))) = opt(b—a)
— et (1 _p+pet(b—a)) _eat 4 bfaeat_ bfaebt
_ b at a at
- b—a b—a"
> Mx(t) (par la question précédente)
(i) On vérifie
$(0) =In(1 —p+p) =0,
/ pe’ / p
P'(s) —pipes P ¥'(0) iy P
(ii) Soient w,v >0.On a
duv — (u+v)? = duv — u® — 2uv —v? = —u? +2uv — v = —(u—v)? <0
ce qui donne bien 'inégalité souhaitée.
(iii) On commence par calculer la dérivée seconde :
6(s) = pe’(1—p+pe’) —pe'pe—s  pe*(l—p)
(1—p+pe)? (1 =p) +pe*)?

On va alors appliquer 'inégalité de la question précédente avecu = 1—p > 0 et v = pe® > 0.
Comme 'inégalité se réécrit
uw
(u+v)?

on a bien ¢"(s) < 1/4 comme demandé.

1
<77
!

iv) Posons la fonction h: s — 1(s) — £s>. On a
(iv) 5

1 1
h'(s) = '(s) — 5 h"(s) =" (s) — 1 <0.
Ainsi, on a les tableaux en cascade
s 0 400

h”(S)

h'(s) 0
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1
En particulier, h(s) < 0 pour tout s > 0, ou encore 1(s) < 532.

e. En combinant les Question (6¢) et (6d) — (iv), on a, par croissance de ’exponentielle,
1
Mx(t) <exp((t(b—a))) <exp <8t2(b - a)Q) .

Partie 2 - Quelques inégalités.

7. On va utiliser 'inégalité de Jensen, avec la fonction In qui est concave. Notant comme précédemment
X(Q)={x;: i € [A (]} et pi = P(X = z;) (ce qui donne bien p; + pa + ...+ pg=1),0n a

¢
In(E(X)) = In (me)
=1

¢
> Z pi In(z;) (par l'inégalité de concavité)
i=1

= FE(In(X)) (par le théoréme de transfert),

ce qu’on voulait.

1 1
8. Soient p,q > 1 deux réels tels que — + — = 1.
p g

a. Soient a, b deux réels strictement positifs (si @ ou b est nul, l'ingalité est triviale). On a

1 1 1 1
In (ap + bq> > —In(a?) + — In(b?) (par concavité deln)
p q p q

= In(a) + In(b) = In(abd).
En composant par 'exponentielle, croissante, on a bien
1

1
—aP + =b% > qab.
b q

b. Soit w € Q. D’aprés ce qui préceéde, comme X, Y sont & valeurs positives, X (w) et Y (w) sont des
nombres positives et on a

1 1

—X(w)? + -Y(w)?> X(w)Y (w).

p q

Ceci étant vrai pour tout w € §2, par positivité de 'espérance, puis par linéarité de celle-ci, on a,
1 1 1 1
-E(X?)+-E(Y?) =FE <Xp + Yq> > BE(XY),
p q p q

ce qui est I'inégalité demandée.

c. Soit A > 0. On applique l'inégalité précédente, en remplacant X par AX également a valeurs
positives. On a

1 1 AP 1
AME(XY)=EMXY)< -E(MX)")+-E(Y?) =—FEX)+ -EYY)
p q p q
puis en divisant par A > 0, on obtient bien

)\p—l )\—1
E(XP) + =—E(Y9).
q

E(XY) <

Ouf! Un peu astucieux...
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d. Soient «, 8 deux réels strictement positifs. On définit la fonction ¢ sur R’ en posant
1 1
e(\) = - N"la 4 2718
p q
(i) On commence par dériver
1 1

—1
)= BTN 20— SA28 = —— (0N — B).
d =" A= (v )

1/p
Notons \g = <5) . On peut dresser le tableau de variations :
Q

A 0 Ao “+0o0
¢'(A) - 0 +
+00 +o00
2 \ /
©(Xo)

(ii) Le minimum de ¢ est donc atteint en A\ défini ci-dessus.

(iii) La valeur minimale de ¢ est donc

(»—1)/p —1/p
<P()\0):104<6> +(115<6> |

D a «

Observons que

Ainsi,

1 1
o(Xg) = Eal—l/qﬁl/q+§a1/p5—l/p+l

<a1/p61/q) (1 + 1)
p g
= al/rgl/a.
e. L’inégalité obtenue en (8c) étant vraie pour tout A > 0, on choisit la valeur de A qui rend le terme
de droite minimal, c’est a dire A = Ao d’aprés les deux questions précédentes. Avec o = F(XP)

et B = E(YY) (comme X et Y sont simples et a valeurs strictement positives, les espérances
précédentes sont des réels strictement positifs). Il suit que

E(XY) < p(N) = E(XP)PE(Y )9,

ce qui est bien l'inégalité de Holder et répond & la question.

f. Dans le cas p = ¢ = 2, cette inégalité s’écrit comme
E(XY) < E(X)'2E(Y)Y? = \/E(X2)E(Y?)

elle porte aussi le nom (dans ce cas particulier) d’inégalité de Cauchy-Schwarz.



DS2 VERSION B CORRECTION 10

9. On considére une v.a simple X d’espérance nulle, on note 02 = E(X?) > 0, & = E(X*) > 0. On
introduit les deux v.a

X = max(X,0), X~ = max(—X,0)
et on pose 6 = P(X > 0).
a. On procéde par disjonction de cas. Soit w € Q.

e Si X(w) >0, alors X (w) = X(Q) et comme —X(w) < 0, X~ (w) = 0 on a dans ce cas
XT(w)— X (w) = X (w).

e Si X(w) <0, alors XT(w) =0 et comme —X(w) >0, X~ (w) = —X(w) on a dans ce cas
XT(w)— X (w) = X (w).

Dans les deux cas la formule est vraie. On a bien
X=X"-X".
Par linéarité de I’espérance, on a E(X1) — F(X~) = E(X) =0 ou encore E(XT) = E(X 7).
b. On raisonne de la méme maniére. Soit w € €.

e Si X(w) > 0, alors X (w) = X(Q) et comme —X(w) < 0, X~ (w) = 0 on a dans ce cas
XH(w)?+ X~ (w)? = X(w)2

e Si X(w) <0, alors XT(w) =0 et comme —X(w) >0, X~ (w)? = (—X(w))? on a dans ce
cas XT(w)2 + X~ (w)? = X(w)2

Dans les deux cas la formule est vraie. On a bien
X2 = (XT)?+(X7)%
Toujours par linéarité de Pespérance, on obtient 02 = F(X?) = E((XT)?) + E((X)?).
c. Comme on peut écrire
Xt=X+X"

et que X~ est & valeurs positives, on a X < X ce qui donne (X+)* < X* et par croissance de
lespérance E((X1)4) < B(X?) = ¢%. De la méme maniére, on obtient F((X)%) < B(X*) = ¢*.

1, siX(w)>0
0, sinon '

d. On introduit la v.a W définie par W (w) = {

(i) Soit w € Q.
Si X (w) >0, alors W(w) =1et X (w) = X(w) donc W(w)X(w) = X(w) = X (w).
Si X (w) < 0, alors W(w) =0 et Xt (w) =0 donc W(w)X(w) =0=X"(w).
Dans les deux cas, on a bien ’égalité demandée, donc WX = X7,

(ii) De la question précédente, on déduit
BE((X*)?) = E(W?X?)
< VEWHYHE(X?) (par Holder avecp = g = 1/2)
= Vet = Vo

car W4 = W est une loi de Bernoulli de paramétre (et donc d’espérance) P(W = 1) =
P(X >0)=9.

e. Malgré lindication, il faut penser a bien choisir les v.a auxquelles on applique l'inégalité de
Holder, plus précisément, il faut découper

(X7) = (X)X )8
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Par Hoélder, on a alors

E((X—)Q) _ E( 2/3 4/3)

< E( ) 2>2/3E <((X‘)4/3)3>1/3

- 2/3E<< Y,
ce qu’on voulait.
f. Toujours avec Holder
E(X™) = EBE(XT)=EXW)
E(X4)1/4E(W4/3)3/4
e

IN

ce qu’on nous demandait.

g. D’aprés la question précédente, on a également
E(X*)2/3 < <§53/4> 52/3\[

D’aprés la question (9¢), on a E((X7)*) < ¢* donc E((X )43 < ¢%3. En combinant ces deux
inégalités et la question (9e), on obtient
E((X7)?) < B(XT)PPE(XT)NY? < PV6e'? = Ve,
Comme on a également, d’aprés (9d) — (ii) que E((X1)?) < +/6€2, on peut conclure, grace a a
question (9b) que
o = B((X*)") + B((X7)?) < Vog* + Vog? = 2V6¢%,

ce qui est bien le résultat voulu. Ouf!

h. En élevant 'inégalité précédente au carré, on obtient
ot < 46¢t,

ou encore

0_4

> =0> —
PIX20)=62 o

ce qui fait quand méme bien plaisir.
Partie 3 - Grandes déviations. On considére une v.a simple Y d’espérance nulle, telle que Y (Q2) =

{y1, ..., ye} avec {y1, .., yr} C Ry (et {ykt1,-..,ye} C R*), on note p; = P(Y = y;) > 0. On note 7 la valeur
strictement positive ou My atteint son minimum et

p=M(T).
Ainsi, pour tout ¢t > 0, My (t) > p.
10.
a. Il est clair, comme 7 > 0, que
Y >0 < [rY >0
— [ >1]

et donc
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b. La v.a e™" est positive et admet une espérance. Par I'inégalité de Markov, on a

P2 0) = P > 1)< 28 _ann) =

11. Par le théoréme de transfert
V4

D

i=1

eTyi
)

4
. 1Zew<y = y) = “B(e) = “My(r) = 1.

On considére une v.a Z telle que Z(Q) = {y1,...,ye} et
eTyi

p
(Du fait de la question précédente, la formule ci-dessus définit bien une v.a.)

Vie [, P(Z=y)=

P(Y =y;).

12.
a. Par la question (2a),
¢
Mz(t) = )Y P(Z=y)e”
i=1
¢ TYi
= D P =y)
i=1 P
1 L
= — e(t+7_)yiP(Y — yz)
P
= p 'My(t+7)
b. Par la question (2b) — (i7), E(Z) = M,(0). Or, d’aprés la formule ci-dessus
My(t) = p ' M (t + 7).
Mais alors
E(Z) = My(0) = p~ ' My () =0
car 7 est le minimum de My et donc la dérivée s’y annule, comme on 1’a vu auparavant.
c. Toujours d’apres la Question (2b) — (i), on sait que
E(Z7%) = Mz(0) = p~ " My (07) > 0,
d’apres (2a) — (it).
13.

a. On commence par observer que
P(Y =y;) = pP(Z = y)e ™.

Ensuite, on somme les probabilités des valeurs positives :

k
P(Y >0) = ZP(Y:

= ZPP =yi)e Y

k

= pY) P(Z=y)e ™

=1
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On pose 6 = P(Z > 0).

b. Les v.a Y et Z prennent les mémes valeurs donc
Y(Q) MRy = Z(2) NRy = {y1, i},

il suit donc que

zk:(s—lp(zz , :Zlep(zzyi) P(Z >0)

P(Z>0) P(Z>0)

c. La somme précédente étant égale & 1, on peut utiliser 'inégalité de concavité.

k k
In (Z oIP(Z = yi)e_Ty’) > Z(S_lP(Z =y;)In (e7¥)
i=1 i=1
k
= —76! ZP(Z =
i=1

(i) Par théoréme de transfert

0
E(1Z]) = ZlinP(ZI
= Zyz Z =y 'Z(—yi)P(Zzy@')
> Zyz —yz

car, pour tout i € [k + 1,5]], —y; > 0.
(ii) Par Holder pour p=¢=1/2,0n a
E(|1Z)) = E(12] x 1) < VE(ZP)E(1?) = VE(Z?) = Vo = o

Par suite, avec la questlon précédente, on a

Zyz —yz <E(|Z|)

e. D’aprés (13c¢) et la question précédente, on peut écrire

IH<ZP = yi)e ) = 1n<5><25 'P(Z = y))e Tyi)
= +1n<25 'P(Z = yi)e Tz)
> 1n(5)—75—1ZP(Z:

=1

In(d) —

Y

-
—0
5 )
ce qu’on demandait.
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f. En reprenant I’égalité de la Question (13a), et par croissance de la fonction exponentielle combinée
avec l'inégalité précédente,

k
P(Y>0) = pY P(Z=y)e
=1 .
= pexp <ln (Z P(Z = yi)e_Tyf))
=1

T

> pexp <ln(5) - 50) = pexp (— [% - ln(5)D

g. En appliquant le résultat de la Question (9h) & Z (ce qu’on peut faire d’apres (12b) et (12¢)), on

a

4

g
> —.
52 fa

On injecte alors dans I'inégalité précédente en commencant par écrire que

puis

TO 54 ot
oo <25 (5)

P(Y 2 0) = pexp ( {;54 (4&4)]>

14. On suppose maintenant qu’on a deux réels ¢ < 0 < d tels que P(C <Y <d) =

a. Onpose X =Y — E(Y).

(i)

On a clairement

c<Y <d <= [c—EY)<Y-EY)<d-E(®Y)]
— [a<X <}
donc
Pla<X <b)=Pc<Y <d)=

Comme Y () C [c,d], on sait que E(Y) € [c d]. Mais comme E(Y) < 0 et d > 0 alors
E(Y) € [¢,d[. On doit aussi montrer que E(Y') > ¢. Supposons que E(Y) = c. Alors, Y — ¢
est une v.a. positive (ou nulle) d’espérance nulle donc presque strement nulle, ¢’est-a-dire
que P(Y —¢ =0) = 1 ou encore P(Y = ¢) = 1 ce qui contredit P(Y > 0) > 0. Ainsi,
E(Y) €]c,d], ce qui se traduit bien par

a=c—EY)<0<d-E(Y)=b.

D’aprés (6e) qu’on peut appliquer & X car X vérifie (d’aprés la question précédente) les
conditions de (6a), on a, pour tout t > 0,

1
Mx (t) < exp <8t2(b - a)2> .
Mais, en observant que
b—a=d—EY)—(c—EY)) =d—c,

on a en fait, pour tout ¢ > 0,

My (t) < exp (;ﬁ(d - c)2> .
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b. On considére un n—échantillon (Y1, ...,Y,) de Y et on pose X; = Y;—E(Y). Soit ¢t > 0. Remarquant
que Y; = X; + E(Y) et que donc

n n
=1 =1

on a

Y20 e 3 ¥iz0
=1 =1

— XinYi>(0>1
e et Ximi XighnE(Y) > q
e el2in Xi > e tnE(Y)

ce qui donne bien

P (ij > 0) = P (!B Xi 5 (i)
=1

c. On applique alors 'inégalité de Markov a exp(t(X; + ...+ X,,)) qui est positive et admet bien une
espérance, ce qui donne

P (ZY > 0) = p(EhXi )
=1

E(exp(t(X1 + ... + X))
- e—tnE(Y)

= Myysoax, (8P,

ce qu’on voulait.
d. D’aprés la Question (3), on a
n
MX1+...+Xn (t) = H MXl (t)
i=1

Mais d’apres la Question (14a) — (ii), on a

Mx,(t) < exp <;t2(d - c)2> ,

ce qui donne

My (1) < (o0 (200 - >)) — o (g o)

pour au final, aboutir &

P (Z Y > 0) < PV exp (n;tQ(d — c)2> = exp <tnE(Y) + nétQ(d - c)2>

i=1
e. L’inégalité ci-dessus est vraie pour tout ¢t > 0. On va choisir la valeur de ¢ qui rend le majorant de
droite minimal. Par croissance de I’exponentielle, il faut choisir la valeur de ¢ qui rend la fonction

t s nB(Y ) + én(d o2

minimale. C’est un polynoéme du second degré. On passe sur les étapes, mais le minimum est

atteint en
4E(Y)

(d— o)

to = >0 (car E(Y) <0)
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En évaluant la fonction en £y, on trouve bien

1 5.9 E(Y)?
nE(Y )ty + gn(d — o)ty = —2n7(d )
ce qui donne bien
= E(Y)?
} <Z e O) G =

et conclut ce trés technique mais superbe sujet.
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